ALGEBRE LINEAIRE - MATH111(F)
Semestre d’automne — 2024-2025

Série 10: Représentations matricielles d’applications linéaires;
valeurs et vecteurs propres

Objectifs de cette série

A la fin de cette série vous devriez étre capable de

(O.1) continuer a utiliser les matrices de passage pour calculer les coordonnées d’un vec-
teur;

(0.2) continuer a utiliser les représentations matricielles des applications linéaire relatives
a des bases, ainsi que leur lien avec les matrices de passage pour calculer des repré-
sentations relatives a des bases différentes;;

(0.3) calculer le polynome caractéristique, les valeurs et les espaces propres d'une ma-
trice carrée.

Nouveau vocabulaire dans cette série

e valeur propre ® espace propre
e vecteur propre e polynOme caractéristique

Noyau d’exercices

1.1 Changements de bases

Exercice 1 (Changements de bases non-canoniques I)
On consideére les bases (ordonnées)

(@) Qe-{0) ()

b, b, b/

1 b,

2
de R?.

(a) Donner la matrice de changement de base (ou matrice de passage) de la base 9%’ vers la base
B.

(b) Donner la matrice de changement de base (ou matrice de passage) de la base 2 vers la base
B’ .
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(c) Soit v R? l'unique vecteur qui satisfait que

[vlg = (g)

Calculer [v] 4.
(d) Soit w € R? I'unique vecteur qui satisfait que

(Wlg = (?) .

Calculer [v] 4.

Exercice 2 (Changements de bases non-canoniques II)
On considére deux bases (ordonnées)

B ={v,v,} et B = {v],v}}
d’un espace vectoriel V telles que v; = 6v; —2v; et v, = 9v] —4v,.

(a) Calculer la matrice de changement de 98 vers la base %’.
(b) Trouver [v]g4 pour v = —3v; + 2v, en utilisant l'item précédent.

1.2 Matrices d’applications linéaires

Exercice 3 (Matrices d’applications linéaires)

(a) Soit T : R? — R? l'application linéaire donnée par
X 2x1 — X,
1) _
T (Xz) =| x; +3x,

X1 — X2

pour tous x;, X, € R, et soient

= (@)= {13
2 0 1

les bases de R? et R®, respectivement.
(i) Calculer la représentation matricielle T relative aux bases canoniques de R? et R®.
(i) Donner la représentation matricielle T relative aux bases %8 de R? et B’ de R3.
(b) Soit T : M,,,(R) = M,,,(R) 'application linéaire donnée par

1 32
T(X)= (2 %)X

pour tout X € M,,,(R), et soit

a-{(5 G 26 O )

une base (ordonnée) de M, ,(R).

2/7



Algebre linéaire - MATH111(f) — Semestre d’automne — 2024-2025 Série 10

(i) Calculer la représentation matricielle de T relative a la base canonique

{9 € 9C )

de IMI2><2(]R)-
(ii) Donner la représentation matricielle de T relative a la base 98 de M,,,(R).

1.3 Valeurs propres et vecteurs propres

Exercice 4 (Calcul de valeurs propres I)
Soit A une matrice carrée de taille 2 et soit

V= .
y
(a) Montrer que le systéme Ax = Ax admet une solution non nulle si et seulement si la matrice
A—Al, n’est pas inversible.

(b) On suppose désormais que

a=(3 )

Calculer Av.

(c) Trouver pour quelles valeurs de A € R la matrice A— A |, n’est pas inversible. En déduire que les
deux valeurs trouvées ci-dessus sont des valeurs propres de A.

(d) Calculer les espaces propres correspondants aux deux valeurs propres.

Exercice 5 (Calcul de valeurs propres II)
On considere la matrice

-15 1 -9
A=| 0 6 O
4 1 3

(a) Est-ce que A = 6 est une valeur propre de A? Répondre sans calculer le polynéme caractéristique
de A.

(b) Méme question avec A =1 et A =—9.
(c) Maintenant calculer le polynéme caractéristique de A et les valeurs propres de A.

Exercice 6 (Calcul de valeurs propres III)
On considere la matrice

>

Il
_
NN DN
w W w

Montrer que O et 6 sont des valeurs propres de A, et calculer les espaces propres associés.
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Exercice 7 (Valeurs propres de I'inverse et la transposée)

(a) Montrer que si A est une valeur propre d’une matrice carrée inversible A de taille n, alors A~}
est une valeur propre de A~!. Trouver un vecteur propre correspondant.

(b) Montrer que A et AT ont les mémes valeurs propres. Montrer par un contre-exemple que les
vecteurs propres de A et AT ne sont pas les mémes en général.

Pour compléter la pratique

2.1 Changements de bases

Exercice 8 (Changements de bases non-canoniques III)
On considére les bases (ordonnées)

QY -{B) )

b, b, b

1 b,

2

de R?.

(a) Déterminer la matrice de changement de base (ou matrice de passage) de la base 9 vers la base
B’ .

(b) Calculer la matrice de changement de base (ou matrice de passage) de la base %’ vers la base
AB.

2.2 Matrices d’applications linéaires

Exercice 9 (QCM sur matrices d’applications linéaires, valeurs et vecteurs propres)
Résoudre les QCM dans les items suivants, ou chaque QCM n’admet qu'une seule réponse correcte.

(a) SiA estune matrice carrée de taille 3 et A € R est une valeur propre de A, alors

|:| A~1 est une valeur propre de —A;
|:| A est une valeur propre de —A;
|:| A1 est une valeur propre de A ;
|:| A est une valeur propre de A™*.

(b) La matrice
1 5
a=(5 1)

|:| admet I'unique valeur propre A =6;
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|:| admet les valeurs propres A = —6 et A =—4;
|:| admet les valeurs propres A =0 et A =6;
|:| admet les valeurs propres A = —4 et A =6.

(c) Silon pose
) , 1, 1 1
F={1-t,1+t,1+t+t*}CPyet F' = 1,t—§,t—§t+z CP,,

alors

|:| Z est une base de P,, mais Z” ne l'est pas;
|:| Z et ' sont deux bases de P, ;

|:| Z' est une base de P,, mais % ne l'est pas;
|:| ni Z ni &' ne sont des base de P,.

(d) Silon pose

1 1 1
F={1-t,1+¢t,1+t+t*} CP, etglz{l,t—i,t2—5t+z}§ﬁ”2,
et
/ / /
D11 P12 P13 P},l P},z p},s
Pg&—g =| P21 D22 P23 | et Pghﬂf = pz’l pz’g p2’3
P31 P32 P33 p;,l Pé,z P;,g

les matrices de passage respectives, alors
P13 =P335 =0;

p1’3 = 9/16 et plz,3 = 3/2,
p13=—1let p;)g =-3/4;

p1,3 = 3/2 et p;’3 = _9/8.

Hnnn

(e) SiA est une matrice carrée non inversible de taille 2, alors

0 est une valeur propre de A;
A est la matrice nulle;
A n’a pas de valeur propre réelle;

tout vecteur de R? est un vecteur propre de A.

HEnn
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2.3 Valeurs propres et vecteurs propres

Exercice 10 (Calcul de valeurs propres IV)
On considere les matrices

3 0 -1 3 7 9 4 2 3
A=2 3 1|, B=|-4 =5 1|etc=[-1 1 -3
-3 4 5 2 4 4 2 4 9

(a) Est-ce que A = 4 est une valeur propre de A? Si oui, trouver un vecteur propre pour cette valeur
propre.

(b) Est-ce que

4
-3
1

est une vecteur propre de B?

(c) Trouver une base de I'espace propre associé a la valeur propre A = 3 de la matrice C. Quelle est
la dimension de cet espace propre ?

Exercice 11 (Calcul de valeurs propres V)
Calculer les valeurs propres de la matrice

11 1 O
1 0 -1 1
A= 01 1 0O
01 1 O

Indication : Noter que O est une valeur propre de A, car le noyau de A est non trivial.

Exercice 12 (Valeur propre a partir d’'une équation)
Soient

ay; dpp dg3
A=|ay ay ay | €M;,;(R)
az; dzp dss
et A € R. On suppose que
a1y +aqp + 13 = a1 + Ay +ay3 = a3 + a3y + a3 =A.

Calculer

S
—_

et conclure que A est une valeur propre de A.
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Exercice 13 (Valeur propre d’une puissance)
Soit A une matrice carrée de taille n et soit k > 2 un entier. Montrer que si A est une valeur propre
de A avec vecteur propre v, alors A* est une valeur propre de

k facteurs

avec vecteur propre V.
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